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   本研究は乱流境界層内の渦構造圧力と乱れ速度分布を解析的に求めることを目的としている。第 1報におい

ては、流体の支配方程式であるナビエ・ストークス方程式とそれに伴う圧力に関するポアッソン方程式の漸

近解を関数解析を用いて数式で求めている。この解析の特徴は、流速および圧力が流れ方向にあるいはそれ

に垂直な横方向に対し周期境界条件を付加することにより、流れ全体にある種の安定条件が付与され、安定

な流れおよび圧力を示す数式が求まることである。関数解析を用いて解析解を求める過程で演算子の非線形

関数問題を演算子の線形関数の級数展開で与える問題に代えて実施し、本研究の解析解を漸近解で与えてい

る。第１報で開発した解析方法の有効性を、第 2 報で具体的な検討をした。また、これまで特別な場合を除

き解が見つからないといわれる 3 次元ポアッソン方程式の解を、3 次元ラプラス変換により実用的な解を求

めている。これは、第 1 報の 2 次元ラプラス－1 次元フーリエ変換による近似解を根本的に改良している。

更に、計算精度の向上に寄与する解法の開発、改善を行っている。本研究で用いた関数解析では実関数から

複素関数へ変換される過程があり、非常に予測が困難な乱れた速度や乱れた圧力が解析の中で現れてくる。

これにより乱れ速度分布がどのように構成されるかを示す可能性を有している。また、解の一意性を確保す

るため、解析で用いる関数は特殊な場合を除き全て指数関数に置き換える方法を検討し実用可能な精度が得

られた。これは今後乱流現象そのものを検討する上で有用と期待される。 
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1. 緒言 

流体の支配方程式であるナビエ・ストークス方程式とそ

れに伴う圧力に関するポアッソン方程式を線形項と非線形

項に分離して表わし、非線形項を外力項と扱い局所的に線

形として扱う連立線形偏微分方程式を解く。次に線形項の

値を用い外力項を更新し、再度連立線形偏微分方程式を解

く。以下、この処理を繰り返し行い、漸近解を求める方式

を開発し、有効性を検証することを本研究の目的としてい

る。本研究の対象は、乱流境界層流れとする。近年、数値

シミュレーションにより乱流境界層流れを対象とした、流

体現象のダイナミック・シミュレーションにより新しい展

望が拓けてきている。これを理解し、数式で導き、数値シ

ミュレーションで得られた現象と等価な現象を導く。そし
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て次に、この現象の物理的要因を求めることにより本研究

の有効性が示されるものと考えている。 

用いる方法は多次元ラプラス変換を主にした解析法であ

る。流体および圧力の支配方程式を上記のように漸近的に

解く場合には線形偏微分方程式を解析的に解く必要がでて

くる。しかし、この場合には、3 次元以上の線形偏微分方

程式に対しては、特別な場合を除き解が得られないことが

知られて )4いる。
 
本研究では数値シミュレーション、風

洞/水槽実験等で用いられている周期境界条件を用いるこ

と、および見つからぬ厳密な関数解析解の代わりに実用的

な近似解を用いることにより、解を見いだし、これを用い

て展開している。 

第1報で、上記関数解析において数値シミュレーション

で求められたのと等価な渦構造圧力の形態、分布を安定し

て求めることができた。本報では第1報の手法がやや定性

的な面を改良し、より定量的に満足される解析解を出すた

め、下記の開発および改善を試みる。 

(1)局所線形化したナビエ・ストークス方程式と圧力のポ 

アッソン方程式の多次元連立偏微分方程式の収束解 

第1報において、外力項を一定として、それぞれ局所線

形化したナビエ・ストークス方程式とポアッソン方程式の

解法を独立に求めている。次にこれを連立して求める方式

を明確にする必要があるため、多次元傾斜法の整理を行う。 

(2)周期境界条件の有効性 

本解析法が有効に扱える理由として、周期境界条件を用

いると、以前より一般に解けないと扱われていた局所線形

化したナビエ・ストークス方程式とポアッソン方程式が解

け、1 次元少ない次元の問題に変形される。これは数式で

は既に第1報で述べられているが、それにより式がどのよ

うに変化しているのか明確ではない。 

ここでは風洞、水槽の側壁で圧力や流れがもう一方の側

壁の値を取ることによりそれらのフィード・バック ルー

プに相当する作用が働き解が安定化し、且つ通常の計測や

解析で良く用いられている手法であることを示す。 

(3)3次元ラプラス変換の利用 

第1報において、線形化した偏微分方程式を解く際、数学

公式集には 2D 逆ラプラス－1D 逆フーリエ変換では解があ

り、3D 逆ラプラス変換では解が得ることができなかった。

このため、前者を用い、第1報では主流方向の流れは無限

後方から来て無限前方へ流れていく流れを対象として扱い、

解を得ている。これは一般の流れには不適のため、解析途

中で出てくる関数を近似関数に置き替えて、実用に耐える

3D逆ラプラス変換の近似解を求める。 

(4)階層構造の構成と表示方法 

流れおよび圧力現象はその現象を代表するスケールを選

び、そのスケールの相違により階層を分離すると現象の説

明がより明確になる。第1報では、これらの現象を3階層

に分けている。一般的な平均流速、平均圧力から構成され

る階層と、近年発展の著しい渦構造圧力や乱れ速度に関す

る階層、および極めて狭い領域で急激に変化をしていると

予想される渦構造圧力よりさらに小さい代表スケールを持

つ現象を扱う階層の3階層である。第1報では解析解と数

値シミュレーション解でほぼ同じような渦構造圧力が求ま

ることを主にしているため、小さい代表スケールを持つ階

層については、明確には与えられていない。その要因とし

て、参考とした数値シミュレーションでは2階層しかなく、

且つ、解析で用いる階層分けは数式の級数展開を主にして

おり、級数が必ずしも階層分けと対応するとは限らないた

めである。特に本解析では級数の中に外力関数を複素関数

に変換し、実関数へ戻す過程が入り、実関数の表示の仕方

により大幅な解が相違することが予想される。そのため着

目している領域の現象の関数表示方法を一定にする必要が

ある。そこで第2報では指数関数で有限区間のフーリエ級

数展開近似する方法を採用し、有限区間の級数展開および

複素変換において一意性が取れる方式の選択を検討する。 

(5)流体現象のダイナミック・シミュレーション 

スーパーコンピュータによる大規模な直接数値計算

DNS(Direct Numerical Simulation)により流体現象のダイ

ナミック・シミュレーションが本格的に行われ著しい発展

を遂げている。それにより乱流境界層に関しては、流体の

代表的な現象をいくつかの「構成要素(structure 

element)」と、「運動(emotion)」により、乱流境界層のダ

イナミックスを可視化技術を利用して提示されている )2
o

これは単に現象を具体的に解明しているばかりでなく、流

体に関するナビエ・ストークス方程式の解法を数式ではな

く数値を用いて示していると考えられる。したがって、本

研究がこれまで実施している解析の目標および過程を明確

にする上で、このダイナミック・シミュレーション結果が

特に重要となる。第１報では十分発達した乱流境界層内の

渦構造圧力の解析解が、ダイナミック・シミュレーション

結果とほぼ同じに成りうることを示している。第２報では

本解析解の位置付け、および今後の目標を明確にするため、

乱流境界層の解明すべき具体的な現象の全体図が必要とな

る。しかし参考文献２では各種現象の説明図は与えられて

いるが、全体図は表示されていない。そこで、この文献 

の各種現象の説明図を纏めて、本研究の指針図を作成する。 

 

2. 流れおよび圧力に関する方程式の収束解 

( ) uuuu ~
Re
1~~~~

2∇+−∇=∇+
∂
∂ p
t

               ( )12−  

ここで、 

－ 66 －

田中　厚成・岡本　　恒・山木さやか



千葉科学大学紀要, 4, 00-00, 2010 

∇∇′≡∇

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

≡∇′

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
∂
∂
∂
∂

≡∇
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
≡

2

,,,
~
~
~

~
zyx

z

y

x

w
v
u

u
      

流れ方向を x 、上下方向を y、横方向を zとし、 zyx ,, 方

向の速度をそれぞれ wvu ~,~,~ とし、圧力を p~、時間をt、レ

イノルズ数をReで表わす。 )12( − 式において本解析の対象

としている乱流境界層の場合、粘性の影響が支配的である

と考えられ、本解析では )12( − 式を次のように表わす。 

fu
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( )uuf ~~~~
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同様に圧力に関する方程式は ( )12 − 式を更に偏微分し、質

量保存則 0~ =∇′u を用いることにより次式で与えられる。 
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( )
⎭
⎬
⎫

⎩
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速度に関しては速度ベクトルの初期値 0
~u を与え、外力 f~

の初期値 0
~f を ( )32 − 式で求める。この 0

~f を用いて

( )22 − 式の速度ベクトルu~を求め、以下これを繰り返すこ

とにより ( ) ( )32,22 −− 式を満足する速度ベクトルの収束

解を求める。圧力に関する ( ) ( )52,42 −− 式も同様である。 

ここで問題となるのは速度ベクトルの方程式の外力 f~

を定める ( )32 − 式の中に ( )42 − 式で定まる圧力 p~ が含ま

れ、同様に圧力の方程式の外力 g~ を求める ( )52 − 式に

( )22 − 式で求まる速度ベクトル u~ が含まれている。

( ) ( ) ( ) ( )52,42,32,22 −−−− 式を纏めると、 p~~とu が同時に

満足すべき式は次式で表わされる。ここで 
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( )62 − 式は pu ~~と の4次元変数の収束解を求める式となる。

これを繰り返し計算し収束させる必要があり、第2報で採

用している方式は以下のようである。 

( )62 − 式を簡単化して３次元の関数 f と１次元の関数

f を用いて次式のように表わす。 
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第２報以降で採用する ( )72 − 式の解法を、簡単化した次の

２次元方程式で説明を行う。 
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( )82− 式を図示すると、図2-1のように表わすことができ

る。図２－１において、 ( )puf ~,~1 は曲線 11BA を、 ( )puf ~,~2

は曲線 22BA を与える。ここで２つの曲線 11BA と曲線

22BA が共通の交点を持つかは明らかでない。そこで本研

究では図2-2に示す漸近的に収束する方式を採用する。図

2-2 の点 nA1 と nA2 はそれぞれ１次元の収束過程で得られ

る点を示し、これらの点を用いて ( )82 − 式の点

( ) ( )( )2211 , ++ nn ff を図2-3のように線分 nn AA 21 上で与える。

次に点 ( ) ( )( )1211 , ++ nn ff を用い、図 2-3 に示すように

( ) ( )1211 , ++ nn AA を求め、逐次これを繰り返していくことに

より曲線 11BA および曲線 122BA の交点を求める方式を採

用する。この逐次収束方式は次式で与えられる。 
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ここで、点 ( ) ( )ncnnnc ffff 2121 ,,, はそれぞれ図 2-3 の

nn AA 21 , の座標に相当する。 

 この収束方式は式を求める ( )72 − 式の解を求める４次

元の収束過程にも容易に拡張できる。したがって、本研究

でこれまで行っている圧力に関する収束解および速度に関

する収束解を別々に行ってから両方を満足する収束解を得

て、これを繰り返すことにより最終的な収束解を得ること

ができる。但し、今回は収束の第１段階として別々に求め

ている。 

 

3. 周期境界条件の導入と意義 
流れが静止している空気中や水中を物体が走行する場合
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を考える。これを相対的に物体が止まっていて、周りの流

体が流れていると考えると、物体の両側の横方向に十分離

れた２点の圧力、速度は同じと見なすことができる。そこ

で２点間の距離が物体に比べて十分長い場合には、解析上

周期境界条件が満足されていると考えても差し支えない。

これは物体が楕円体のような形状でなく無限に大きな幅を

持つ水平な平板の場合においても、平板周りの横方向の流

れは、横方向には変化が少ないと考えられるため、同様に

周期境界条件が成り立つと考えられる。 

ここでは第1報で導入した周期境界条件の数式表示を用

いて、その意義をシステム線図を用いて検討を行なう。 
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この式を横方向の垂直面の位置を 0=z 、もう一方の対と

なる垂直面の位置を l=z とし、( )13− 式をラプラス演算子

wvu ,, を用いてラプラス変換すると、次式が得られる。 
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ここでLをラプラス変換を表わすとし 
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で与えている。 

)23( − 式は次式のように書き直せる。 
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簡単化して sGp
~
,~ の記号をそれぞれ { }p

yx
LL ~ { }zgyx

LL ~,
の時も用いるとすると、( )32 − をwに関して逆ラプラス変

換すると次のように表わすことができる。 
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ここで 
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周期境界条件 

0

~

~

~

==
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

zlz
p

z

p

p
z

p
            ( )63 −  

の関係より、 ( )43 − 式は次のように書き表わされる。 
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( ) ( )73,43 −− 式より 
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ここで便宜的に 22 vu +≡ω と置き、次の関係式 
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以上の関係式より ( )83 − 式は次式で表わされる。 
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                           (3-9) 

( )43 − 式, ( )83− 式をブロック線図で表わすと図 3-1 のよ

うに与えることができる。図3-1において、圧力の入口境

界と出口境界とを等しく置くことにより、ブロック線図に

おいてフィードバックに相当する機能が与えられる。これ

により、ポアッソン方程式で解が求まらなくなる要因でも

ある ( )43− 式の 22 vu + が特異点にならない問題を解消

している。図3-1において、周期境界条件 ( ) ( )lbb ~
0

~
= だけ

を扱っているが、実現象においては、別の種々の等価条件

があると考えられる。 

 

4. 3次元逆ラプラス変換の利用 

本解析ではｚ方向に周期境界条件を付与し、安定化した

次式が得られる。 
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ここで ( )zvup ,,~ を 
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とおく。（4-2）式の ( )ζ,,~ vuP には発散する解としない解が

あり、発散しない解は次式で与えられる。 
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(4-3)式より 
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ここで 
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 (4-5) 

第１報においては（4-5)式の逆ラプラス変換解が見つから

ず、 22 u−=ω とおきかえ、逆フーリエ変換を用いて次式

の ( )kyxH β,, を求めている。 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 22

01 2
1,, vuKyxH kpartk β
π

β      (4-6) 

ここで 0K は０次の第２種変形ベッセル関数。 

逆フーリエ変換は、逆ラプラス変換と比べ、安定性の考慮

の仕方と初期条件の入れ方が異なるため、第２報では元に

戻して逆ラプラス変換で上記H 関数を求める。 

(4-5)式で与えられる逆ラプラス変換は次式の積分で与

えられる。 
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ここで、ε は 10 <<< ε を満足する定数である。(4-7)式の

積分路を図4-1のB’Bで示す。尚、参考までに第１報で求

めた逆フーリエ変換で用いた積分路は図中 A’A で与え r

られる。(4-7)式で ξεβ iu k ++= とおくと次式のような近

似式が得られる。 
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(4-8)式を解くため、上記 ( )ξh 関数を次のように実部 ( )ξϕ
と虚部 ( )ξψi に分け、 

( ) ( ) ( )ξψξϕξ ih +=                (4-9) 

で表わし、 ( )ξϕ および図4-2に与える。 

(4-8)、(4-9)式より、 
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                                              (4-10) 
ここで積分公式 
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                                              (4-11) 
を用いると、(4-10)式は次式で与えられる。 
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 第１報で逆フーリエ変換により求めた関数（4－6）式を

用いると(4-12)式は次のように書くことができる。 

( ) ( ) 1,,cos,, partkk
x

k yxHyyxH ke βββ β ⋅≅      (4-13) 

したがって、第 2 報の H 関数は第 1 報の H 関数と

yk
xke ββ cos との積で与えられており、第１報と傾向は変

わらないと考えられる。 

(4-12)式を用い、ｚ方向に周期境界条件を持つ圧力 1
~p は次

式であらわされる。 
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                                             (4-14) 

x 方向に周期境界条件を持つ圧力 2
~p は、周期幅 xL とし、

角周波数 xxk Lk /2 πβ ≡ で与えると、(4-14)式と同様に次

式で与えられる。 

－ 70 －

田中　厚成・岡本　　恒・山木さやか



千葉科学大学紀要, 4, 00-00, 2010 

( )

( ) ( ){ }

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )} ( ) ( ) ζηξξβηβ

ηζβηβ

ηζβ
π

ζξφφζφξφζφξ

ζβ

ξ

dddxcosycos

yzKycos

yzxkKg~
L

ddd,iy,g~,iy,g~
L

z,y,xP~

xk
z

xk

xkxk

L

kx

L x

x

xk

x

x

e −−×

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−+×

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+

−−+−+=

−

∞

∞−

∞∞

=
∫ ∫ ∫∑

∫ ∫ ∫

22
0

0 0

22
0

1

0 0 0

2

2
1

2
1

                                             (4-15) 

 (4-14),(4-15)式で与えられる圧力 21
~,~ pp の第1項は外力

関数 ),,(~ zyxg の yを複素変換した ),,(~ ziyxg φ± の形が含

まれている。仮に g~ が yの三角関数で与えられる場合は g~

は発散し、yの指数関数で与えられる場合は g~ は yの規則

波で与えられる。したがって(4-14),(4-15)式の第1項に対

応する圧力が実際の現象を表わしていると考えると外力関

数を構成している速度の y 関数表示が重要となる。 

(4-14),(4-15)式の 21
~,~ pp の第 2 項以下の項は急激な立上

り特性を持つ第2種変形ベッセル関数がデルタ関数のよう

な役割を受け持ち、外力 g~ の影響により3次元的に拡散し

ていく乱れ圧力を級数で表わしていると推定される。 

 

5. 階層構造の構成と表示方法 

乱流境界層内に含まれる現象を、その現象を表わす代表

長さの大きさにより分類し、現象をいくつかの階層に分け

る。そして、その階層内、階層間に存在する構成要素と動

きを調べることにより、乱流湯境界層内に含まれる圧力お

よび速度に関するダイナミックスを求めることを検討する。 

この方法は複雑多岐に亘る乱流境界層内の現象を、定量

的な渦構造圧力、レイノルズ応力等と動作を示す流れの巻

き上がり、急降下等で表現する方式がＤＮＳによるシミュ

レーションを用いて提案 )2 されてきているので、第２報に

おいてもこの方式を用いる。 

本解析では、第１報と同じく階層を 3 段階に分ける。3

階層の内訳を簡単化し、表5-1に与える。 

表5-1より本解析の手法は次のような特徴を有している。 

(1)階層に含まれる圧力、外力は、表5-1の欄の上下あるい

は左右の関係から求める方程式を採用している。したがっ

て定量的なデータがそろっている Ⅰg
~ と定性的データが

DNS解析により十分検討されている Ⅱp
~ を基に、表5-1の全

欄を明確にすることは可能である。 

(2) 階層 Ⅱp~ では DNS 解析結果より多数の渦構造圧力の

楕円体形状の半径、長軸方向、長軸長さ、位置を求めるこ

とができる。また、内部圧力分布をガウス分布と近似し、

逆に、階層 Ⅱg~ に属すその外力形状を求める。そしてほぼ

同じ壁面からの高さに中心を有する数個の外力が重ね合わ

さり、階層 Ⅰg~ の対応する壁面高さの既知の外力にピーク値、

形状が一致する。このことにより、逆に、階層 Ⅱg~ に属す

その外力および階層 Ⅱp~ に属す渦構造圧力の内部圧力分布

も求めることができる。この方法により、第1報において

複雑な渦構造圧力分布が簡単化して再現可能であることを

示している。参考までに、積分表示式と概略形状の関係を

図5-１に与える。 

(3) z方向に周期境界条件を持つ圧力 1
~p と階層との関係

(4-14)式を次のように書き直す; 
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(5-1) 

 

ここで、 BA p~,p~ 11 には、それぞれ実関数 g~を複素関数に

変換する箇所および絶対値記号を含む指数関数の積分が

含まれている。これらを用いて速度を求める際は（2-2）

式に示すように、 BA p~,p~ 11 の勾配の影響が大きく出る。こ

のため、局所的に大きな変動を有す乱れた速度が得られ、

この速度の傾斜が今度は圧力において乱れを生成すると

考えられる。 

一方、(5-1)式は既述のように実現象を想定して用いられる

周期境界条件により安定化した解である。そこで非常に小

さい領域で大きく乱れ、それらの圧力が集まると互いに大

きな乱れ部が相殺され、全体として安定したより大きな領

域の形に纏まると推察される。前者が第３階層に属する圧
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力で、後者が第２階層に属する渦構造圧力としている。第

1 報において、これら圧力の分布状況を計算を行なってい

る。 

(4)階層構造要素の表示 

本解析ではフーリエ変換よりラプラス変換の方が実現象

を取扱い易い。同様に現象の表示もフーリエ級数より指数

関数の級数表示の方が、局所的現象が重要な本解析には適

している。一方、指数関数の級数表示はフーリエ級数表示

のように確立した方式は見当たらない。そこで、本研究で

は有限区間の三角関数を指数関数で近似する方法を用い、

次式で与える。 
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                        (5-2) 

ここで、 =km 2,3,4,6,8,10,12で与え、 60 ,, pp aa L は表

5-2に与える。(5-2)式を用いた有限域の三角関数の近似の

様子を図5-2に示す。図よりこの近似は妥当と考えられる。 

同様に入口部主流速度 0
~U に関しても指数関数の和で、

次の様に簡単化して求められる。 
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(5-3)式の近似の様子は図 5-4 に示すように簡単な式では

あるが妥当とみなせる。ただし、本研究では境界層内の式

の特徴を維持するため、次式のような折衷した式を用いて

いる。 
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ここで 0
~u は区間内の速度分布 ( )yxu ,~ を標準化し、 

 ( ) ( ) 5
0

1
1

000 10523.1;,~,~ 0 −+ ×=≡= cyyyuyxu xc  

として与えた標準速度である。（5－4）式により、速度分布 

関数は複数回 yx, の微分ができるように変換されている。 

 この方式を用いると、圧力 1
~p は次式の表わせる。 
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ここで ( )12
4

−
≡

ja
L

pk

y
kjγ および

12 −
≡

j
mLy

cjmβ 。 

同様に、 zy − 平面における2次元初期乱れ圧力 2
~p も(5-5)

式の係数 ( )121 −jga でを ( )12 −jga に代えることにより得られ

る。本解析で使用したこれらの係数の一覧を表5-3に与え

る。 

これらの準備により第1報の計算ばかりでなく、表示の

面でも精度向上が図られると考えられる。 

 

6. 流体現象のダイナミック・シミュレーション 

流体内の代表的な現象をいくつか用いて階層構造を作り、

その階層内の動きと、その階層の特長を用いて表わす流体

現象のダイナミック・シミュレーションが本格的に提示さ

れてきたのは1990年代からである。これは図6-1に示す渦

構造圧力の等圧面形状から名付けられた Head(;頭)、

Neck(;首)、Leg(;足)が乱流境界層内で形成されていく様子

を描いている。この資料 )2 はこのような単に乱流境界層内

の渦構造圧力の成長過程ばかりでなく、その渦構造圧力に

より巻き込まれ生成するレイノルズ応力や乱れ速度間の応

力にも言及し、最終的には以前より問題となっていた流れ

のバースト現象が周期的に生成されることまで言及してい

る。上記資料中で個々に与えられいる流体現象のダイナミ

ック・シミュレーションから、それらを纏めての図6-2に
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示す。渦構造圧力や渦のような構造要素と、流れや渦構造

圧力の移動しながら成長するダイナミックスの両方を表わ

すには、圧力の方程式と流れに関する方程式の両方から求

める必要がある。第1報で試みているダイナミックス・シ

ミュレーションは図6-2の渦構造圧力Headだけである。速

度に関する方程式から速度・速度の積および速度と速度勾

配との積等を求め、Headの近傍のダイナミック・シミュレ

ーションが可能となる。そのためには今回の解析手法の充

実ばかりでなく、図6-2のシステムを用いて求めるべき現

象の絞り込みも重要となってくる。 

 

7. 結言 

流体の支配方程式であるナビエ・ストークス方程式とそ

れに伴う圧力に関するポアッソン方程式を線形項と非線形

項に分離し、非線形項を外力項と扱い、局所的に線形とし

て扱う連立線形偏微分方程式を関数解析を用いて解析解を

求める。次にその解を用い外力項を更新して再度解析解を

求める。以下、これを繰り返し、漸近解を求め、乱流境界

層内の流体現象のダイナミックを求めることを目的として

いる。 

第1報において平均速度分布から渦構造圧力の定圧面積

形状、分布を求めることができるようになっている。しか

し第1報で実際に実流体を解析で用いた仮定および過程を

明確にする必要があり、以下の項目を問題にし、下記のよ

うな解決策を本第2報で求めている。 

(1)連立線形偏微分方程式の収束方法 

圧力および速度に関する線形偏微分方程式の解法として

多次元収束問題に用いて収束性が良いと考えられる一つの

方式を求めた。これにより現在圧力の収束解のみを検討し

ているが、圧力、速度を同時に収束させて、検討可能とな

ると考えられる。 

(2)同期境界条件の有効性 

同期境界条件は流れが発散しないための基本的なフィー

ドバック・ループを掛けているのに相当し、風洞、水槽、

内部流等良く見受けられる事柄であり、本解析において流

れに強い影響を及ぼすことは流路幅が極端に狭い場合など

を除き解析には影響ないと考えられる。 

(3)3次元ラプラス変換の利用 

圧力に関する3次元ポアッソン方程式の逆ラプラス変換

は一般的に見つからないといわれており )4 、第1報では２

次元逆ラプラス－1 次元逆フーリエ変換による解で代用し

ているが、安定性の面および境界条件が1つ入らなくなる

欠点がある。そこで若干の関数近似を行い、3 次元逆ラプ

ラス変換による解を求めた。この解は第1報で用いた解の

中に含まれる0次の第2種変形ベッセル関数の代わりに、

この関数と指数関数と三角関数の積を用いた解となってお

り、第1報の解と傾向は一致している。今後定量的な解が

必要な折に有効になると考えられる。 

(4)階層構造の構成と表示方法 

階層構造は3階層で与え、第1報で解析解と数値シミュ

レーションとの比較を行っている。しかし数値シミュレー

ションは2階層構造であることもあり解析解も数値シミュ

レーションで与えられている渦構造圧力と等圧面形状が得

られることにとどまっており、渦構造圧力より更に小さい

スケールの階層の圧力の解析は殆ど行われていない。これ

は解析で得られる級数解が実際の階層に対応していないた

めと考えられる。このため、第２報では有限領域を限定し

て指数関数の級数を構成できる方法を求めた。これにより

階層のスケールに依らず解析は同じ方法で行うことが可能

となり、この方式は解析の信頼性を上げるうえでも階層解

析に適していると考えられる。 

(5)流体現象のダイナミック・シミュレーション 

第1報では圧力の定圧面形状と流体現象の関連を求めた

が、実際の流体現象のダイナミック・シミュレーションは

複雑多岐に亘るため、1990年代の代表的な論文からその全

体像を推定し、図示を行った。この結果は本解析法の目標

を明確にするうえで重要になると考えられる。 

 

以上より、第１報で開発した解析方法の有効性を、第 2
報で具体的な検討をした。すなわち、これまで個々に求め

ているナビエ・ストークス方程式の収束解とポアッソン方

程式の解法から、両方同時に求める式を求め、第 1報の成

果をそのまま流れ全体に拡張可能なことを示した。次に、

流体現象では境界条件が非常に重要であるが、今まで

zyx ,, 方向全ての境界条件を満たす解法は見当たらず、第

1 報においても 1 方向はフーリエ変換を用いて解いていた

が、第 2報において、全ての境界条件を取り込める 3次元

ラプラス変換による近次解を見出し、具体的事象を扱える

ようにしている。境界条件には平均速度と乱れ速度等、一

意に与えにくい面がある。これに対応するため、解析法の

中に実関数を複素関数に変換する過程があり、必ずしも乱

れ速度を与えなくても解析中に乱れ速度が求められていく

可能性がある。これを更に明確にしていくことにより乱れ

速度を解析から求められる可能性が得られた。また、流体

解析は何をもって解析可能と表現するのか不明確な点が残

されているため、研究進歩の著しい境界層内の構成要素

(structure element)と動き(motion)を用いた流体ダイナミ

ックスを全てシミュレートすることが解析可能と考え、第

1報、第2報で渦構造圧力までは解析可能なことを示した。

解の一意性に関しては、その前段である表現の一意性の方

式を提案している。 
この結果、第 1報で開発した本解析法を、実流体現象を

具体的に解析する上で必要とする条件をクリアできる成果

を第 2報において得たと考えられる。 
本研究では流体解析法の開発の面ばかりでなく、これま
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で実験に依存していた乱れ速度、乱れ圧力を解析的に推定

できる可能性が得られた。これにより、今後、更に低抗力

で走行する必要のある船舶や航空機等の抗力の要因分析精

度向上と改善方法の選定に実用的に有効な手法として期待

できると考えられる。 
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表 5-1 圧力に関する階層構造 

 
圧力 外力 構造 

NO. 記号 内容 記号 内容 
備考 

Ⅰ 
Ⅰp
~  平均速度から求まる 

平均圧力 Ⅰg
~  平均速度から求まる 

外力項 
高精度 yx − 方向平均速

度分布の実験結果有 
Ⅱ 

Ⅱp
~  渦構想圧力 

円柱/楕円体の低圧面形状

ＤＮＳ解析結果有 

Ⅱg
~  平均速度分布から解析可

能 
流体現象のダイナミッ

ク・シミュレーション結

果を参考にしている 
Ⅲ 

Ⅲp
~  微小領域で急激な勾配を

持つ 
微小乱れ圧力 

Ⅲg
~  平均速度分布から解析可

能 
実際に形状等を明示し

た資料は無い 

 
表 5-2 三角関数の指数関数和近似の係数 

表 5-3 圧力外力項関数 1
~g と 2

~g のフーリエ級数展開の係数 
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図 2-1 (2-8)式を表す曲面 

 

 
図 2-2 曲面上の収束過程 

 

 

図 2-3 2 次元収束過程 
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図 3-1 z方向圧力解析方法のブロック線図 
 

 
 

図 4-1 積分路 
 

 
 

図 4-2 関数 h(ζ)の実部と虚部 
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図 5-1 2 次元乱れ圧力等高面概略図 
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)2分布乱流境界層内の等圧面

支配方程式        積分表示           概略等高面 
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図 5-2 三角関数の指数関数による近似 
 

 
 

図 5-3 速度分布の指数関数による概略近似 
 

 

図 6-1 乱れ低圧力の等圧面(白色) )2  
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乱流境界層内渦構造圧力の解析解について（第２報）　―初期乱れ圧力および速度解析の信頼性向上―
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図 6-2 乱流境界層周りの流れ及び圧力のシステム推定図 
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